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POLYNOMIALITE´ D’ANNEAUX DE REPRE´SENTATIONS
MODULAIRES PROJECTIVES
HE´LE`NE PE´RENNOU
Abstract. Consider the Grothendieck group of finite type projective modular rep-
resentations of the symmetric groups on n letters, or more generally, of its wreath
product with a finite group. They form a graded group, with a product defined using
induction. We show that the resulting graded ring is a polynomial ring.
Introduction
On s’inte´resse aux repre´sentations modulaires des groupes syme´triques Sn. Pour p
premier, et pour un entier naturel n, notons K
Fp
0 (Sn) le groupe de Grothendieck des
FpSn-modules projectifs de type fini. Pour tous (k, l) dans N
2 tels que k+ l = n, l’identi-
fication du groupe Sk×Sl au sous-groupe de Sn qui stabilise le sous-ensemble {1, . . . , k}
de {1, . . . , n} permet de de´finir le foncteur d’induction
↑SnSk×Sl : K
Fp
0 (Sk)⊗K
Fp
0 (Sl)→ K
Fp
0 (Sn)
On note K
Fp
0 (S∞) l’anneau gradue´ dont le sous-anneau des e´le´ments homoge`nes de degre´
n est K
Fp
0 (Sn) et ou` la multiplication est donne´e par ces foncteurs d’inductions. On peut
pre´ciser la structure de cet anneau :
The´ore`me A. L’anneau K
Fp
0 (S∞) est un anneau de polynoˆmes avec un ge´ne´rateur en
chaque degre´ premier a` p.
Ce re´sultat est sans doute connu des spe´cialistes, cependant nous n’avons pu trouver
une re´fe´rence. Il a e´te´ de´montre´ par Robert Oliver et Pierre Vogel [Vog88] en 1988, mais
il semble que le tapuscrit ait e´te´ perdu.
On peut en fait eˆtre un peu plus ge´ne´ral en conside´rant les produits en couronne d’un
groupe fini G quelconque avec les groupes syme´triques. Soit k un corps de caracte´ristique
p. On note Kk0 (G ≀ Sn) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des kG ≀ Sn-modules
projectifs de type fini. Pour tous (k, l) dans N2 tels que k + l = n, une identification
naturelle du groupe (G ≀ Sk) × (G ≀ Sl) a` un sous-groupe de G ≀ Sn permet de de´finir le
foncteur d’induction
↑G≀Sn(G≀Sk)×(G≀Sl): K
k
0 (G ≀ Sk)⊗K
k
0 (G ≀ Sl)→ K
k
0 (G ≀ Sn).
Date: 13 aouˆt 2018.
L’auteur remercie le Centre Henri Lebesgue ANR-11-LABX-0020-01 ainsi que le projet ANR-16-
CE40-0003 ChroK pour leur soutien.
1
2 HE´LE`NE PE´RENNOU
On note alors Kk0 (G ≀ S∞) l’anneau gradue´ dont le sous-anneau des e´le´ments homoge`nes
de degre´ n est Kk0 (G≀Sn) et ou` la multiplication est donne´e par ces foncteurs d’induction.
A nouveau, on peut en pre´ciser la structure :
The´ore`me B. Soit k un corps de caracte´ristique p. Si k est un corps de rupture pour
le groupe fini G, l’anneau Kk0 (G ≀ S∞) est un anneau de polynoˆmes.
Ce papier s’organise de la manie`re suivante. On commence par rappeler un re´sultat
bien connu en caracte´ristique nulle (attribue´ a` [Gei77] par [Car83]) : si on note RQ(Sn)
le groupe de Grothendieck des repre´sentations de Sn sur Q et R
Q(S∞) l’anneau gradue´
qui s’en de´duit, il affirme que RQ(S∞) est un anneau de polynoˆmes sur Z, avec pour
ge´ne´rateurs les repre´sentations triviales. Ensuite, la section 1.2 expose la ge´ne´ralisation
du re´sultat pre´ce´dent aux repre´sentations des produits en couronne, toujours en ca-
racte´ristique nulle [Zel81, 7] : si K est un corps de caracte´ristique nulle, assez grand,
RK(G ≀ S∞) est isomorphe a` un produit tensoriel fini de copie de R
K(S∞). C’est donc
e´galement un anneau de polynoˆme sur Z. On se re´fe`re essentiellement a` [Zel81] pour ces
re´sultats en caracte´ristique nulle, on se place donc dans le cadre des PSH-alge`bres.
La seconde partie de´montre le the´ore`me A. Celle-ci n’utilise d’outil supple´mentaire
que la the´orie de Brauer qui e´tablit un lien entre les repre´sentations modulaires et les
repre´sentations en caracte´ristique nulle. Ce sont des arguments similaires qui de´montrent
le the´ore`me plus ge´ne´ral B dans la troisie`me partie.
1. Anneau de repre´sentations en caracte´ristique nulle
Dans cette section on rappelle les re´sultats de [Zel81] que nous utiliserons par la suite.
Pour les de´tails, on pourra aussi consulter [GR16, 3].
1.1. Cas des groupes syme´triques.
Notation 1.
– K de´signe un corps de caracte´ristique 0.
– Pour n ∈ N, Pn de´signe l’ensemble des partitions de n et P =
⊔
n≥0Pn l’ensemble des
partitions. On munit P de l’ordre lexicographique. Le plus grand e´le´ment de Pn est la
partition avec une unique part de taille n.
– Pour t = (t1, t2, . . .) une suite d’inde´termine´es, on note Λ(t) = Λ l’anneau gradue´ des
fonctions syme´triques en t a` coefficients dans Z. On note, pour un entier positif n :
hn =
∑
i1≤...≤in
ti1 . . . tin
avec la convention h0 = 1.
Rappelons un re´sultat classique sur les se´ries syme´triques.
The´ore`me 1. L’anneau des se´ries formelles est un anneau de polynoˆmes. Pre´cise´ment :
Λ = Z[hi|i ≥ 1]
En fait, c’est une PSH-alge`bre pour la multiplication et la co-multiplication usuelles
[Zel81, 5].
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– On note RK(Sn) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des repre´sentations du
groupe syme´trique Sn sur K. On note e´galement R
K(S∞) le groupe abe´lien gradue´
dont les e´le´ments homoge`nes de degre´ n forment RK(Sn). C’est une alge`bre de Hopf,
la multiplication e´tant induite par les foncteurs d’induction ( ) ↑
Sn+m
Sn×Sm
et la co-
multiplication par les foncteurs de restriction ( ) ↓
Sn+m
Sn×Sm
(voir [Zel81] pour les de´tails,
notamment du fait que la co-multiplication est un morphisme d’anneaux). On de´finit
un produit scalaire sur RK(S∞) en posant
〈χλ, χλ′〉 = δλ,λ′
sur la base {χλ}λ∈P des simples {χλ}λ∈P .
– On note CFK(S∞) l’anneau gradue´ des fonctions de classes des Sn. Prenant les ca-
racte`res, on plonge RK(S∞) dans CF
K(S∞), et la structure s’e´tend pour faire de
CFK(S∞) une alge`bre de Hopf, qu’on identifie a` K ⊗R
K(S∞).
– On note cn = n1n, ou` 1n est la classe caracte´ristique du cycle d’ordre n dans Sn. Si
λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Pn, on note cλ = cλ1 . . . cλk .
On a [Zel81, 6.3] :
CFK(S∞) = K[cn|n ≥ 1]
Le re´sultat de structure des repre´sentations des groupes syme´triques en caracte´ristique
nulle est le suivant :
The´ore`me 2. [Zel81, 6] On dispose d’un isomorphisme de PSH-alge`bres
RK(S∞)
∼
−→ Λ
qui envoie la base orthonorme´e des caracte`res irre´ductibles sur la base orthonorme´e des
fonctions de Schur. De plus cet isomorphisme envoie xn sur hn pour tout entier positif
n. En particulier
RK(S∞) = Z[xn|n ≥ 1]
1.2. Cas des produits en couronne. On donne ici l’analogue du re´sultat pre´ce´dent
pour les repre´sentations des produits en couronne avec les groupes syme´triques.
Notation 2.
– G de´signe un groupe fini et pour tout n dans N, on note G ≀Sn le produit en couronne
de G avec Sn.
– A pre´sent, K est un corps de rupture pour G, toujours de caracte´ristique 0.
– On note Cl(G) l’ensemble des classes de conjugaison de G et N = #Cl(G).
– De meˆme, on note Cl(G ≀ Sn) l’ensemble des classes de conjugaison de G ≀ Sn. Ces
classes sont parame´tre´es par l’ensemble {ψ : Cl(G)→ P|
∑
C∈Cl(G) |ψ(C)| = n}.
– On note Ω(G) l’ensemble des classes d’e´quivalence des repre´sentations irre´ductibles de
G sur K et {ρ1, . . . , ρN} ces repre´sentations irre´ductibles.
– RK(G ≀ S∞) est l’anneau gradue´ dont la multiplication est donne´e par les foncteurs
d’induction et la co-multiplication donne´e par les foncteurs de restriction. C’est une
alge`bre de Hopf [Zel81, 7.1].
– CFK(G ≀ S∞) l’anneau gradue´ des fonctions de classe des G ≀ Sn. A nouveau la multi-
plication se de´duit de celle sur RK(G ≀ S∞).
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– Soit C = [g] la classe de conjugaison associe´e a` g dans G, on note
ξn,c =
|G ≀ Sn|
|C|
1n,C
ou` 1n,C est la fonction caracte´ristique de la classe de g.(1 . . . n) dans G ≀ Sn. L’anneau
CFK(G ≀S∞) est une alge`bre de Hopf qui s’identifie a` K ⊗R
K(G ≀S∞) et on a [Zel81,
7.7] :
CFK(G ≀ S∞) = K[ξn,C |C ∈ Cl(G), n ≥ 1]
De´finition 1. Soit χλ une repre´sentation irre´ductible de Sn et ρ ∈ Ω(G). On de´finit
χλ,ρ une repre´sentation de G ≀ Sn qui agit sur l’espace de la repre´sentation χλ ⊗ (ρ
⊗n)
par :
σ(u⊗ (v1 ⊗ . . .⊗ vn)) = σ(u)(vσ−1(1) ⊗ . . .⊗ vσ−1(n)
g(u ⊗ (v1 ⊗ . . .⊗ vn)) = u⊗ (g1v1 ⊗ . . .⊗ gnvn))
ou` σ ∈ Sn et g = (g1, . . . , gn) ∈ G
n.
Ces constructions induisent pour chaque ρ ∈ Ω(G) un morphisme Φρ de´finit sur la
base des classes d’irre´ductibles par :
Φρ : R
K(S∞) → R
K(G ≀ S∞)
χλ 7→ χλ,ρ
On notera plus simplement Φk pour Φρk .
De´finition 2. Soit ϕ : Ω(G)→ P est tel que
∑
ρ∈Ω(G) |ϕ(ρ)| = n. On a
(χϕ(ρ1),ρ1 ⊗ . . .⊗ χϕ(ρN ),ρN )
une repre´sentation de (G ≀ S|ϕ(ρ1)|)× . . .× (G ≀ S|ϕ(ρN )|). Ce groupe s’identifie a` un sous-
groupe de G ≀ Sn et on note χϕ la repre´sentation induite sur G ≀ Sn.
The´ore`me 3. Les repre´sentations irre´ductibles de G ≀Sn sur K sont les repre´sentations
χϕ ou` ϕ parcours l’ensemble des applications Ω(G)→ P est tel que
∑
ρ∈Ω(G) |ϕ(ρ)| = n.
De plus, on a un isomorphisme de PSH-alge`bres :
RK(G ≀ S∞) →
⊗N
i=1R
K(S∞)
χϕ 7→ χϕ(ρ1),ρ1 ⊗ . . .⊗ χϕ(ρN ),ρN
et l’isomorphisme re´ciproque est Φ = Φ1 ⊗ . . . ⊗ ΦN . En particulier,
RK(G ≀ S∞) = Z[Φk(xn)|k ∈ [[1;N ]], n ≥ 1]
On dispose donc pour chaque n de deux bases de l’espace des e´le´ments primitifs de
CFK(Sn), a` savoir {Φρ(cn)|ρ ∈ Ω(G)} et {ξn,C |C ∈ Cl(G)}. La proposition suivante
donne les formules changement de bases.
Proposition 4. [Zel81, p. 103] Pour tout ρ ∈ Ω(G) et C ∈ Cl(G), on note ρ(C) la
valeur du caracte`re de ρ sur la classe de conjugaison C. Alors, pour tout n ≥ 1, on a :
ξn,C =
∑
ρ∈Ω(G)
ρ(C).Φρ(cn)
et
Φρ(cn) =
∑
C∈Cl(G)
ρ(C).
|C|
|G|
.ξn,C
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2. Anneau des repre´sentations modulaires projectives des groupes
syme´triques
On peut a` pre´sent s’inte´resser aux repre´sentations modulaires projectives des groupes
syme´triques. On prouve le the´ore`me A a` la fin de cette section.
Notation 3.
– Dans toute la suite, p de´signe un nombre premier fixe´ ;
– On se donne (K,A, k) un syste`me p-modulaire, i.e. A est un anneau de valuation
d’ide´al maximal m, k = A/m et K est le corps des fractions de A ;
– On note Pn,reg l’ensemble des partitions ou` toutes les parts sont de longueur premie`re
a` p et Preg =
⊔
n≥0Pn,reg.
Remarque 1. Les classes de conjugaison p-re´gulie`res de Sn (i.e. d’e´le´ment d’ordre
premier a` p) sont parame´tre´es par Pn,reg.
– On note Kk0 (Sn) (resp. K
A
0 (Sn)) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des kSn-
modules (resp. ASn-modules) projectifs de type fini et K
k
0 (S∞) (resp. K
A
0 (S∞)) le
groupe gradue´ dont les e´le´ments homoge`nes de degre´ n s’identifient aux e´le´ments de
Kk0 (Sn) (resp. K
A
0 (Sn)).
Remarque 2. Comme tout corps est un corps de rupture pour les (Sn)n≥0 [KJ84,
2.1.12], on a toujours RK(S∞) ∼= R
Q(S∞) et K
k
0 (S∞)
∼= K
Fp
0 (S∞).
– On note CFKreg(S∞) l’ensemble des fonctions de classes a` valeurs dans K qui s’annulent
sur les e´le´ments d’ordre divisible par p. L’anneau K⊗Kk0 (S∞) s’identifie a` CF
K
reg(S∞)
[Ser71, 18.3] et CFKreg(S∞) = K[cn|p ∤ n].
Avant de donner les dernie`res notations, on rappelle quelques e´le´ments de the´orie des
repre´sentations modulaires. Soit G un groupe et (K,A, k) un syste`me p-modulaire, avec
k = A/m.
Proposition 5. [Ser71, 14.4] La re´duction modulo m induit un isomorphisme entre
KA0 (G) et K
k
0 (G).
De´finition 3. En composant l’isomorphisme re´ciproque de la re´duction mod. m avec
le morphisme induit par l’extension des scalaires de A vers K, on de´finit un morphisme
eG : K
k
0 (G)→ R
K(G)
Proposition 6. [Ser71, 16.1,2] Le morphisme eG est injectif.
On peut caracte´riser l’image de eG.
Proposition 7. [Ser71, 16.2] L’image du morphisme Kk0 (G) → R
K(G) est l’ensemble
des e´le´ments de R(G) dont le caracte`re est nul sur les e´le´ments d’ordre divisible par p.
– On note εn = eSn : K
k
0 (Sn) → R
K(Sn) le morphisme de la de´finition 3 pour G = Sn.
On note ε : Kk0 (S∞)→ R
K(S∞) le morphisme induit par la famille {εn}n∈N.
Lemme 8. L’application ε induit un isomorphisme de Kk0 (S∞) vers le sous-anneau de
RK(S∞) forme´s des e´le´ments dont le caracte`re est dans CF
K
reg(S∞).
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De´monstration. D’apre`s les propositions 6 et 8, les morphismes εn sont injectifs et ont
pour images les classes de repre´sentations dont le caracte`re est nul sur les e´le´ments
d’ordre divisible par p. Il reste donc a` ve´rifier que ε est multiplicatif. D’apre`s la de´finition
de ε (voir la de´finition 3), il suffit de remarquer l’induction commute avec l’extension
des scalaires. 
Avant d’e´noncer le the´ore`me principal pour les groupes syme´triques, on donne un
re´sultat sur les se´ries formelles :
De´finition 4. Soit X(t) =
∑
n≥0 xnt
n une se´rie formelle et p un nombre premier.
– On appelle partie p-re´gulie`re de X la se´rie formelle :
∑
p∤n xnt
n ;
– On appelle partie p-singulie`re de X la se´rie formelle :
∑
n≥0 xnpt
np.
De´finition 5. Soit p un nombre premier. On note shp la partie p-re´gulie`re de exp et chp
sa partie p-singulie`re.
Lemme 9. Soit p un nombre premier et soit X(t) =
∑
n≥0 xnt
n et C(t) =
∑
n≥1
cn
n t
n
deux se´ries formelles telles que
X(t) = exp(C(t))
On note U(t) (resp. V (t)) la partie p-singulie`re (resp. p-re´gulie`re) de X(t), A(t) (resp.
B(t)) la partie p-singulie`re (resp. p-re´gulie`re) de C(t), et on note Y (t) =
∑
n≥0 ynt
n la
se´rie formelle ve´rifiant :
Y (t) =
V (t)
U(t)
Alors,
(1) yn = 0 pour p|n ;
(2) yn est un polynoˆme en les ci, p ∤ i ;
(3) (yn − xn) est combinaison line´aire de xλ avec λ /∈ Pn,reg.
De´monstration. On a
exp(C(t)) = exp(A(t) +B(t))
= exp(A(t)). chp(B(t)) + exp(A(t)). shp(B(t))
En identifiant les parties singulie`res et re´gulie`res, on obtient :
U(t) = exp(A(t)). chp(B(t))
et
V (t) = exp(A(t)). shp(B(t))
Donc
Y (t) =
shp(B(t))
chp(B(t))
et les yn, n ≥ 0, ve´rifient les deux premiers points.
Par ailleurs, on a :
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1
U(t)
=
1
1 +
∑
n≥1 xpnt
pn
=
∑
k≥0
(−1)k(
∑
n≥1
xpnt
pn)k
=
∑
k≥0,
p|λ1,...,λk,λi>0
(−1)λ1+...λkxλ1,...,λkt
λ1+...+λk
Donc :
Y (t) = V (t)
[ ∑
k≥0,
p|λ1,...,λk,λi>0
(−1)λ1+...λkxλ1,...,λkt
λ1+...+λk
]
Ce qui prouve le dernier point. 
Remarque 3. La preuve fournit une formule explicite pour les yn :
yn =
∑
(λ0,...,λk)∈(N
∗)k+1∑
i λi=n
p∤λ0 et p|λi,i≥1
(−1)kxλ0 . . . xλk
On a par exemple, pour p = 2 :
• y1 = x1 ;
• y3 = x3 − x1x2 ;
• y5 = x5 − x3x2 + x1x
2
2 − x1x4 ;
• y7 = x7 − x5x2 − x3x4 + x3x
2
2 − x1x6 + 2x1x4x2 − x1x
3
2.
On peut a` pre´sent e´noncer le re´sultat principal de cette section :
The´ore`me A. L’anneau Kk0 (S∞) est un anneau de polynoˆmes avec un ge´ne´rateur en
chaque degre´ premier a` p. Pre´cise´ment :
ε(Kk0 (S∞)) = Z[yi|p ∤ i]
De´monstration. D’apre`s le lemme 8, il suffit de montrer que ε(Kk0 (S∞)) = Z[yi|p ∤ i]. En
reprenant les notations de 1.1, on a l’e´galite´ dans CFK(S∞) :
xn =
∑
(1n1 ,...,knk )∈Pn
( k∏
i=1
cnii
ni!ini
)
Ainsi en calculant dans CFK(S∞)[[t]], on obtient :∑
n≥0
xnt
n = exp
(∑
i≥1
ci
i
ti
)
Donc d’apre`s le lemme 9 et en reprenant les notations, on a pour tout n premier a` p,
yn dans ε(K
k
0 (S∞)) et donc Z[yn|p ∤ n] est un sous-anneau de ε(K
k
0 (S∞)). De plus,
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en identifiant les repre´sentations avec leur caracte`re et en comparant les dimensions en
chaque degre´, on a e´galement :
(1) K[yn|p ∤ n] = CF
K
reg(S∞)
Soit maintenant z ∈ ε(Kk0 (S∞)) homoge`ne de degre´ n. En plongeant z dans K ⊗
ε(Kk0 (S∞)) par le morphisme canonique et d’apre`s (1) on obtient :
z =
∑
λ∈Pn,reg
αλyλ
avec αλ ∈ K. De plus, z est e´galement un e´le´ment de R
K(S∞), donc
z =
∑
λ∈Pn
βλxλ
avec βλ ∈ Z. On a donc :
0 =
∑
λ∈Pn
βλxλ −
∑
λ∈Pn,reg
αλyλ
D’apre`s la de´finition des yn,
yλ = xλ +Rλ
avec Rλ combinaison line´aire des {xλ′}λ′ /∈Pn,reg . Donc,
0 =
∑
λ∈Pn,reg
(βλ − αλ)xλ +
∑
λ/∈Pn,reg
βλxλ −
∑
λ∈Pn,reg
αλRλ
Enfin, la famille {xλ}λ∈Pn est une base de R
K(S∞)n = R
K(Sn). On en de´duit que∑
λ∈Pn,reg
(βλ − αλ)xλ = 0
puis que pour tout λ ∈ Pn,reg,
βλ − αλ = 0
Finalement z ∈ Z[yn|p ∤ n] et le re´sultat est prouve´. 
Exemple 1. Comparons les premiers ge´ne´rateurs du the´ore`me et les F2Sn-modules pro-
jectifs inde´composables :
• y1 = x1 est la repre´sentation triviale du groupe trivial. Notons au passage que
pour tout n ≥ 1, xn1 est la classe de la repre´sentation re´gulie`re ;
• Il y a une unique repre´sentation simple de S2 sur F2 : la repre´sentation triviale.
Donc un unique F2S2 module projectif inde´composable : la couverture projective
de la triviale qui est F2S2 dont la se´rie de composition est deux fois la triviale et
2x2 = y
2
1 ;
• Pour n = 3, on a la de´composition F2S3 = PF2 ⊕ St
⊕2
2 ou` PF2 est la couver-
ture projective de la repre´sentation triviale de S3 sur F2 et St2 est la seconde
repre´sentation simple de S3. D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a x
3
1 = 2x1x2, donc
x31 = 2x3 +2(x1x2 − x3). En particulier, (−y3) = x1x2 − x3 est la classe de St2 ;
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• Il y a deux repre´sentations simples de S4 sur F2 [Web16a, p.267]. Notons P1 la
couverture projective de la triviale et P2 la couverture projective du second simple.
On ve´rifie que F2S4 = P1 ⊕ P
⊕2
2 . Le calcul (en utilisant par exemple [Web16b])
permet d’identifier (−y1y3) a` la classe de P2. Il s’en suit que la couverture pro-
jective de la triviale appartient a` la classe y41 + 2y1y3.
Notons que la remarque 3 donne une formule explicite des 4 premiers ge´ne´rateurs en
fonction des classes des repre´sentations triviales.
3. Anneau des repre´sentations modulaires projectives des produits en
couronne
Le cas des produits en couronne avec les groupes syme´triques demande un peu plus
de travail mais la preuve du the´ore`me B est tre`s similaire a` la pre´ce´dente.
Notation 4.
– p est un nombre premier fixe´.
– G est un groupe fini.
– Greg de´signe l’ensemble des e´le´ments de G d’ordre premier a` p.
– Clreg(G) l’ensemble des classes de conjugaison p-re´gulie`res deG, i.e. des classes d’e´le´ments
de Greg.
Remarque 4. Les classes de conjugaison p-re´gulie`res de G ≀ Sn sont parame´tre´es par
l’ensemble
{ϕ : Clreg(G)→ Preg|
∑
C∈Clreg(G)
|ϕ(ρ)| = n}
– (K,A, k) un syste`me p-modulaire de rupture pour G. D’apre`s [KJ84, 4.4.8] c’est
e´galement un syste`me p-modulaire de rupture pour les G ≀ Sn.
– On note Kk0 (G ≀ Sn) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des kG ≀ Sn-modules
projectifs de type fini et Kk0 (G ≀ S∞) l’alge`bre gradue´e qui se de´duit des K
k
0 (G ≀ Sn)
pour n dans N.
– On note RK(G) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des repre´sentations de G
sur K et Kk0 (G) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des kG-modules projectifs
de type fini.
– On note plus simplement e = eG : K
k
0 (G)→ R
K(G) le morphisme de la de´finition 3.
– On de´signe par ε : RK(G ≀S∞)→ K
k
0 (G ≀S∞) le morphisme d’anneaux gradue´s induit
par les (eG≀Sn)n∈N (voir a` nouveau la de´finition 3).
– On rappelle que N = dimK CF
K(G).
– On note CFKreg(G) le sous-espace de CF
K(G) forme´ des fonctions qui s’annulent en
dehors de Greg. D’apre`s le lemme 8, ce sous-espace s’identifie a` K ⊗ e(K
k
0 (G)). On
note M = dimK CF
K
reg(G).
– On note χ1, . . . , χN les caracte`res irre´ductibles de G sur K. Ils forment une base de
CFK(G).
– On note ϕ1, . . . , ϕM l’image par K ⊗ e des caracte`res de Brauer des kG-modules
projectifs inde´composables. Ils forment une base de CFreg(G).
– On note E ∈ MN,M (Z) la matrice de l’application e : K
k
0 (G)→ R
K(G) dans les bases
donne´es ci-dessus.
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Lemme 10. Le morphisme e admet une re´traction, i.e il existe une application Z-
line´aire σ : RK(G)→ Kk0 (G) telle θ ◦ e = idKk0 (G)
.
De´monstration. D’apre`s [Ser71], E = Dt, ou` D est la matrice de l’application Z-line´aire
d. De plus, d admet une section σ [Ser71, 18.4]. On en de´duit que e admet une re´traction.

– Puisque e admet une re´traction, on peut comple´ter {ϕ1, . . . , ϕM} en une base {ϕ1, . . . , ϕN}
de RK(G). On note pour tout i ∈ [[1, N ]] :
ϕi =


ϕ1,i
...
ϕN,i


De´finition 6. Pour tout k ∈ {1, . . . ,M},
Xk(t) =
∑
i≥0
Xk,it
i =
(∑
i≥0
Φ1(xi)t
i
)ϕ1,k . . . (∑
i≥0
ΦM(xi)t
i
)ϕM,k
et pour tout k ∈ {M + 1, . . . , N},
Xk(t) =
∑
i≥0
Xk,it
i =
∑
i≥0
N∑
j=1
ϕj,kΦj(xi)t
i
ou` les Φ1, . . . ,ΦN sont les applications de la de´finition 1.
Lemme 11. Pour tout k ∈ {1, . . . ,M}, on a l’e´galite´ suivante dans CFK(G ≀ S∞) :
Xk(t) = exp(Ck(t))
avec
Ck(t) =
∑
i=1
[ ∑
C∈Clreg(G)
( N∑
j=1
|C|
|G|
ϕj,kχj(C)
)ξi,C
i
ti
]
De´monstration.
Xk(t) =
(∑
i≥0
Φ1(xi)t
i
)ϕ1,k . . . (∑
i≥0
ΦM(xi)t
i
)ϕM,k
= exp
(∑
i≥1
Φ1(
ci
i
)ti
)ϕ1,k . . . exp (∑
i≥1
ΦM (
ci
i
)ti
)ϕM,k
= exp
(∑
i≥1
(
N∑
j=1
ϕj,kΦj(
ci
i
ti)
)
= exp
(∑
i≥1
[ N∑
j=1
( ∑
C∈Cl(G)
ϕj,kχk(C)
|C|
|G|
ξi,C
i
ti
)]))
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car Φj(ci) =
∑
C∈Cl(G) χj(C)
|C|
|G|ξi,C
= exp
[ ∑
C∈Cl(G)
( N∑
j=1
ϕj,kξj(C)
)ξi,C
i
ti
]
= exp
[ ∑
C∈Clreg(G)
( N∑
j=1
ϕj,kξj(C)
)ξi,C
i
ti
]
D’apre`s le lemme 7. 
Corollaire 12. Pour tout k ∈ {1, . . . ,M}, on note :
Yk(t) =
∑
n≥0
yk,nt
n
de´fini comme dans le lemme 9. On observe alors que pour tout n ≥ 1, yk,n est combi-
naison line´aire de ξC avec C ∈ Clreg(G ≀ Sn). En particulier, yk,n ∈ K ⊗ ε(K
k
0 (G ≀ S∞)),
pour tout n ≥ 1 et k ∈ [[1,M ]].
De´monstration. En utilisant les lemmes 9 et 11, on ve´rifie que pour tout n ≥ 1 et k dans
[[1,M ]], yi,n est combinaison line´aire a` coefficients dans K de ξC avec C ∈ Clreg(G ≀ Sn).
Par ailleurs, l’image de K⊗ε dans CFK(G ≀S∞) est exactement l’ensemble des fonctions
de classe qui s’annulent sur les classes p-singulie`res. D’apre`s la premie`re partie de la
preuve, c’est le cas des yi,n, pour tout n ≥ 1 et k ∈ [[1,M ]]. 
Lemme 13. L’ensemble {Xk,i|k ∈ [[1;N ]], i ≥ 1} est un ensemble de ge´ne´rateurs de
l’anneau gradue´ RK(G ≀ S∞) :
Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], i ≥ 1] = Z[Φk(xi)|k ∈ [[1;N ]], i ≥ 1]
De´monstration. On le montre par re´currence sur n ∈ N∗ que Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤
n] = Z[Φk(xi)|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n]. Pour i = 1, on a :
X1,1 = ϕ1,1Φ1(x1) + . . .+ ϕN,1ΦN (x1)
...
XN,1 = ϕ1,NΦ1(x1) + . . .+ ϕN,NΦN (x1)
Mais (ϕi,j)1≤i,j≤N est une matrice inversible dans Z, donc
Z[Xk,1|k ∈ [[1;N ]]] = Z[Φk(x1)|k ∈ [[1;N ]]]
Supposons maintenant que
Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n− 1] = Z[Φk(xi)|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n− 1]
On a
X1,n = ϕ1,1Φ1(xn) + . . .+ ϕN,1ΦN (xn) +R1
...
XN,n = ϕ1,NΦ1(xn) + . . .+ ϕN,NΦN (xn) +RN
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avec Rk ∈ Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n− 1] (on a meˆme Rk = 0 pour M + 1 ≤ k ≤ N).
Ainsi les
ϕ1,1Φ1(xn) + . . . + ϕN,1ΦN (xn)
...
ϕ1,NΦ1(xn) + . . . + ϕN,NΦN (xn)
sont dans Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n]. Comme (ϕi,j)1≤i,j≤N ∈ GLN (Z), on en de´duit
que {Φk(xn)}1≤k≤N sont dans Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n] et le re´sultat est prouve´. 
On peut maintenant donner le the´ore`me principal de cette section :
The´ore`me B. L’anneau Kk0 (G ≀ S∞) est un anneau de polynoˆmes. De plus on a :
ε(Kk0 (G ≀ S∞)) = Z[yi,n|i ∈ [[1;M ]], p ∤ n]
De´monstration. D’apre`s le corollaire 12,
Z[yi,n|i ∈ [[1;M ]], 2 ∤ n] ⊂ ε(K
k
0 (G ≀ S∞))
De plus, en comparant les dimensions degre´ par degre´, on a :
(2) K ⊗ ε(Kk0 (G ≀ S∞)) = K[yi,n|i ∈ [[1;M ]], p ∤ n]
Il reste a` montrer que pour z homoge`ne de degre´ n dans ε(Kk0 (G≀S∞)), z est un polynoˆme
a` coefficients dans Z en les yi,k, i ∈ [[1,M ]] et k ≤ n.
Conside´rons donc un tel z. D’apre`s (2) :
z =
∑
λ1,...,λM∈Preg,
∑
|λi|=n
αλ1,...,λMy1,λ1 . . . yM,λM
avec αλ1,...,λM ∈ K, et
z =
∑
λ1,...,λN∈P,
∑
|λi|=n
βλ1,...,λNX1,λ1 . . . XN,λN
avec βλ1,...,λN ∈ Z, d’apre`s le lemme 13. Or yi,λ = Xi,λ + Ri,λ ou` Ri,λ est combinaison
line´aire de Xi,λ′ avec λ
′ /∈ Preg et la famille {X1,λ1 . . . XN,λN }λi∈P,
∑
|λi|=n forme une
base de RK(G ≀ S∞)n. Donc
y1,λ1 . . . yM,λM = X1,λ1 . . . XM,λM +Rλ1,...,λM
ou` Rλ1,...,λM est un polynoˆme en les Xi,λ′ avec i ∈ [[1,M ]] et λ
′ /∈ Preg. On a alors :
0 =
∑
λ1,...,λM∈Preg,∑
|λi|=n
(αλ1,...,λM − βλ1,...,λM )X1,λ1 . . . XM,λM
+
∑
λ1,...,λM∈Preg,∑
|λi|=n
αλ1,...,λMRλ1,...,λM
−
∑
λ1,...,λM /∈Preg,∑
|λi|=n
βλ1,...,λMX1,λ1 . . . XN,λM −
∑
(λM+1,...,λN )6=0,∑
|λi|=n
βλ1,...,λNX1,λ1 . . . XN,λN
Par inde´pendance line´aire des {X1,λ1 . . . XN,λN }λi∈P,
∑
|λi|=n, on en de´duit que pour tout
λ1, . . . , λM ∈ Preg, αλ1,...,λM = βλ1,...,λM donc αλ1,...,λM ∈ Z et le re´sultat est prouve´. 
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